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Для аналитических функций известна классическая теорема Вима-
на и Валирона [ ]21−  о связи максимума модуля )(rM  и максимального 
члена  )(rµ целой функции f(z) в круге  радиуса r : 
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 Было  получено большое количество результатов типа (1)  в  клас-
се  целых функции. В 1963  году американский математик Розенблюм [7] 
получил изящный результат типа (1): для некоторого класса функций Ψ 
(t) > 0 имеет место оценка вида 

.))((log)()( rMrrM Ψ≤ µ                                                  (2) 
 Аналогичный результат  был установлен Ковари [8] для степенных 
рядов с конечным радиусом сходимости.  
 В работах Н.М.Сулейманова (см. [ ]65− ) были установлены анало-
гичные  результаты типа Вимана-Валирона для решений эволюционных  
уравнений вида 

,0)()(' =± tUtAU                                                                         (3) 
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где A(t) - самосопряженный полуограниченный снизу оператор в гильбер-
товом пространстве. В этих оценках роль функций M(r) и )(rµ  играют, 
соответственно, функции       

)()( tUtM =     и   ,))(),((max)( ttUt kk
ϕµ =                                               (4)                                 

где { })(tkϕ  - полная ортонормированная  система собственных  функций  
оператора  А(t). 
 В данной работе получены  новые результаты типа оценок (2) для  
решений уравнений типа (3) при  более  общих  ограничениях  на  опера-
тор и устранены некоторые неточности, имевшие место в прежних ре-
зультатах авторов . 
 Пусть N(t) – количество собственных значений  kλ  оператора А(t), 
не превосходящих числа λ  . 
Лемма:  Справедливо нелинейное дифференциальное неравенство вида: 

{ } ),'','()()(2exp 2 ggNttg ∆⋅≤ µ                                                               (5)                                       
где 
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        Сопоставив решению U(t) случайную величину ξ с распределением 

вида 2
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функции U(t); вычислив математическое ожидание Mξ и дисперсию Dξ, 
из неравенства Чебышева  получаем: 

Mξ=g',  Dξ≤g''+k(t)g', 
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Отсюда имеем  
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(здесь, { }'''': kggcgkI k +≤−= λ ) . 
Откуда и получаем неравенство вида  (5) . 
Теорема 1: Пусть для функции N(λ) выполняется условие вида (при 
0<δ<λ,λ→∞)     

 ∆N (λ ,δ) ≤ m(λ)·n( δ)   ,                                                  (6) 
где m(t) и n(t) - положительные неубывающие выпуклые функции на 
(0,∞).  
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Пусть  Ψ(t)>0 −неубывающая  функция такая , что для некоторого α>0   
сходится интеграл вида  
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 Тогда  вне,  возможно,  некоторого  множества конечной  меры  
справедлива    оценка  типа  Вимана-Валирона-Розенблюма:  
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Для реализации условия (6) можно привести функцию N(λ), когда опера-
тор A(t)=A(x,D) - формально самосопряженный положительный эллипти-
ческий оператор порядка m в nR . Тогда по результатам Хермандера [ ]4  и 
Агмона [ ]3  имеет место  асимптотическая оценка вида 
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Тогда при 0<δ<λ, λ→∞ условие (6) приобретает вид:     
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Следовательно,  в условии (6) имеем:   
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Теоремa 2:  Пусть  для  N(λ)  выполняется неравенство вида  
.1,10),1()()( −><≤+≤−−+ scNN s αλδλδλδλ α
               (8) 

 
Пусть конечен интеграл вида: 
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 Тогда вне, возможно, некоторого множества конечный меры спра-
ведлива оценка типа оценки  Розенблюма (7). 
Замечание. При доказательстве теоремы 2 в работе[ ]5 условие (8) выгля-
дит так: 

).()()( λδλλδλ +≤−+ scNN                                            (10) 
Но в лемме требуется условие на разность N(λ+δ)–N(λ-δ). Введя новую 
независимую переменную типа 
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и полaгая )),(()(
~

ξξ thh =  для любой функции h,  получаем:  
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В  терминах  функции )(
~
ξh  выражение  для  N( g′, g′′)   в  лемме принима-

ет  вид:                                  

∆ N )'','(
~~

gg = N(λ+δ) – N(λ-δ). 
Так как: 

N(λ+δ) – N(λ-δ)= 
[ ] [ ] ),()()()()()( 1 δλλδλδλλλδλ NcNNNN s ∆++≤−−+−+ , 

где разность  [ ])()(),(1 δλλδλ −−=∆ NNN , очевидно, характеризует коли-
чество тех собственных значений kλ  , которые расположены в интервале 

),'~,''~'~( ggcg −   которое не больше чем ''g  , то в итоге получим, что 

.''~)''~'~('~)''~,'~( gcgggcggN s ++=∆                                           (11) 
Тогда лемма принимает  вид:  

)(2)(~2 te tg µ≤ [ ].''~)''~'~('~ gcggg s ++                                           (12) 
Теперь находим такую функцию )(tΨ , чтобы выполнялось неравенство 
вида 

.)~()''~,'~( gggN Ψ≤∆                                                                (13) 
 (В дальнейшем для простаты вместо g~   будем писать просто g). Пусть 
выполнены условия теоремы 2.  Из (13) получим: 
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Отсюда имеем:  
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В случае 1) получим :  
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Следовательно,  вне  E , ∞<mesE  выполнено неравенство 1) в (*) . 
Можно показать , что вне E верно  и неравенство 2). Следовательно,  вне 
E верно  неравенство (13) . Тогда,  в силу Леммы , получаем : 

,)()()'','()( 22)(2 gtggNte tg Ψ≤∆≤ µµ  
или, что тоже самое, оценку вида (7). 
В частности , при ktt =Ψ )(  из условия (**) получим оценку вида  
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Теорема  доказана. 
Теперь о теоремe 1. Выберем функцию )(tΨ  так чтобы 

).()'')n(m(g' gg Ψ≤                                                                 (14)                
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Следовательно, вне  1E   , ∞<1mesE  выполняется неравенство  
).()''n( gg Ψ≤  Аналогично и для второго неравенствa. Приведем одну 

реализацию. Пусть ttnttm p == )(;)(  . Tогда  неравенство (6) примет 
вид: 
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Пусть,  { }.)(' 1 ggE Ψ>=    Тогда 
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Тогда, вне E,  ∞<mesE , и верно неравенство (15). Тогда, из Леммы полу-
чается оценка вида  

( ).)(log)()( 8 tUttU Ψ≤ µ  

В частности, при ktt =Ψ )(   из условия (16) получим оценку  вида: 
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=p  получим точную форму оценки Вимана-Вaлирона:  
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 В этом частном случае функция μ(t) характеризует скорость убы-
вания коэффициентов Фурье для начальной функции  )(0 xU  в обратно-
параболическом уравнении ,0)()()(' =− tUtAtU  где  .)( xtA ∆−=  
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EVOLYUSİON TƏNLİKLƏR ÜÇÜN VİMAN - VALİRON TİPLİ 
QİYMƏTLƏNMƏLƏR HAQQINDA 

 
N.M.SÜLEYMANOV , D.E.FƏRƏCLİ 

 
XÜLASƏ 

 
Məqalədə tərs-parabolik tipli evolyusion tənliklər üçün tənlikdə verilən operatorlar sinfi 

üzərinə daha ümumi şərtlər qoyulmaqla Viman -Valiron tipli qiymətlənmələr müəyyən edilir. 
 
Açar sözlər: evolyusion tənlik, ehtimal, tam funksiya, Viman - Valiron tipli qiymət-

lənmə, Çebışev bərabərsizliyi, öz-özünə qoşma operator, spektr, ölçü, Hilbert fəzası. 
 
 

ON THE WİMAN - VALİRON TYPE ESTİMATES  
FOR EVOLUTİON EQUATİON 

 
N.M.SULEYMANOV , D.E.FARAJLI 

 
SUMMARY 

 
 This paper is devoted to the establishment of Wiman - Valiron type estimates for evo-

lution equation in the Hilbert space. 
 

Key words: evolution equation, probability, entire function, estimaties of Wiman - 
Valiron type, Chebyshev's inequality, self-adjoint operator, spectrum, measure, Hilbert space. 
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